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При наличии в рядах динамики сезонных и циклических компонент тренд обычно моделируют простыми моделями (алгебраическими полиномами или экспоненциальной функцией, но не в силу их адекватности реальным процессам и явлениям, а скорее из-за трудности определения класса и параметров более сложных моделей), но и для них в известных методах моделирования требуются большие объёмы выборки (не менее трёх периодов гармоники или от 50 до 200 - 300 значений) и в силу этого необходимым условием является стационарность моделей неслучайных компонент на большом интервале наблюдения. При высокой динамике реформирования экономики, которая характерна для современной России, невыполнение данного условия может вызвать существенную погрешность моделирования и прогнозирования;

Известные преобразования многих моделей трендов путём логарифмирования или перехода к обратным величинам, сводящие их к линейным по параметрам, требуют «искусственных» предположений о виде стохастической компоненты. Например, при моделировании ряда динамики экспоненциальной функцией стохастическую компоненту для удобства логарифмирования всей модели предполагают в виде показателя мультипликативной по отношению к тренду экспоненты с логнормальной функцией распределения вероятностей значений. Определение параметров моделей (обычно путём применения метода наименьших квадратов (МНК)), над преобразованными величинами, а не над исходными, даёт погрешность, особенно при осуществлении прогнозирования. 
Логарифмирование будет неработоспособно при аддитивной стохастической компоненты, которую большинство исследователей считают более естественным, а также при присутствии в структуре ряда динамики аддитивной или мультипликативной знакопеременной сезонной (или циклической) компоненты. 
Моделирование многокомпонентных структур традиционно осуществляется путем реализации двух последовательных этапов: моделирования и выделения тренда (при этом исходная выборка для моделирования тренда искажена присутствием, например, сезонной компоненты), а затем - параметризацией сезонной компоненты по новой выборке. При этом погрешность моделирования на первом этапе присутствует в новой выборке для реализации второго этапа, увеличивая общую погрешность.
До настоящего времени практически не моделируются (не рассматриваются при идентификации) случаи присутствия в рядах динамики (кроме известного случая линейной регрессии) временного тренда и экзогенных воздействий, что также ведёт к погрешностям, сужает область реального эконометрического моделирования и прогнозирования; 

Зачастую предполагают априори известными значения некоторых параметров моделей (например, в моделях логистической динамики), что или ограничивает область применения моделирования и прогнозирования, или ведёт к погрешности при неточном знании этих параметров.
Наконец, отсутствует общий математический подход в рамках линейных уравнений к решению задачи моделирования и прогнозирования широкого класса моделей, а известны лишь отдельные эвристические решения по методам моделирования. Применение нелинейного МНК нежелательно даже не в силу их относительной сложности, но скорее из-за необходимости исследования сходимости методов решения, обоснования выбора начальной точки и главное, вследствие проблем, возникающих при нелинейном методе наименьших квадратов со смещенностью и состоятельностью оценок параметров, особенно если стохастическая компонента обладает свойством гетероскедастичности [3]. 

Будем использовать понятие траектории, которая описывает состояние изучаемого объекта (уровни исследуемого скалярного показателя Q), как функции от аргумента Tк (чаще в качестве аргумента выступает физическое время)

(( = ((Tк),


(1)


где Tк = («к», где ( - период наблюдения (дискретизации, опроса или шага решетчатой функции) показателя (день, неделя, месяц, квартал или год), «к» = 0, 1, 2, … - номер наблюдения. 
В случае «связных» рядов аргумент Tк может быть также экономическим показателем, например, в «связных» рядах динамики спроса и цены на благо. 
В структуре траектории (1) в общем случае возможно присутствие четырех ненаблюдаемых компонент: 

- главной тенденции или тренда – будем обозначать её Пк; 

- циклических (конъюнктурных) колебаний относительно тренда - циклов Цк; 

- сезонных колебаний – будем использовать обозначение Ск;

- стохастической (случайной) компоненты – (к.

Три первых из них являются неслучайными. Некоторые из компонент могут отсутствовать в структуре, но (к содержится в ряде динамики всегда.

Циклическая и сезонная компонента, примем для них общее обозначение Sк, будем моделировать гармоникой с медленно флуктуирующими, что особенно характерно для циклов, амплитудой А, круговой частотой ( и начальной (в общем случае ненулевой) фазой (
Sк = АCos((Tк + ()
(2)

или рядом Фурье, ограниченным двумя гармониками. Допущение флуктуаций параметров гармоник делает целесообразным моделирование не только тренда Пк, но и компоненты Sк на возможно «коротких» выборках.

Для рядов динамики характерны следующие структуры компонентов: аддитивные

Qк = Пк + (к,
(3)
Qк = Пк + Sк + (к,
     (4)
мультипликативная

Qк = Пк Sк + (к,
(5)
или смешанная (аддитивно – мультипликативная) 

Qк = Пк Цк + Цк + (к.
(6)
Структура (6), называется тренд – циклической, характерна, в основном, для таких социально – экономических систем (СЭС), как регион, муниципальное образование. 

В целях улучшения прогностических свойств моделей трендов, приближения к реальным условиям функционирования СЭС осуществим дополнительное моделирование фактора времени и экзогенных воздействий путём аддитивного введения в структуру ряда динамики детерминированных функций времени «ВTк» или DCos(Tк, ВTкCos(Tк: 

Qк = Пк + ВTк + (к,
(7)

Qк = Пк + DCos(Tк + (к,
(8)

Qк = Пк + ВtCos(Tк + (к.
(9)

При этом модель (7) использована также для учёта временного фактора в исследованиях «связных» рядов динамики, когда у экономических показателей Qк и Пк общим аргументом является время.
Покажем на ряде характерных примеров, что устранение указанных выше недостатков можно достичь на основе моделей авторегрессии, точнее при их параметризации. Авторегрессии известны уже несколько десятков лет, но в них никоим образом, в виду отсутствия механизма их конструирования, не определялась связь между порядком, оценками коэффициентов (I авторегрессии и типами, параметрами моделей моделируемого ряда динамики. Позволяя осуществлять прогноз уровней (значений) ряда динамики, фиксировать его «разладку», непараметрические авторегрессии не отвечали на вопрос о том, что было её причиной – смена параметров модели или смена её класса. Развитие регрессионного подхода в последние годы шло в направлении более сложных и специализированных для длинных рядов динамики, но также непараметрических, моделей: ARMA, ARIMA, ARCH, GARCH, IGARCH, EGARCH и др. 

Математической основой параметризации авторегрессий может быть Z – преобразование неслучайных компонент, например Пк, ряда динамики []:
                         ( 

Z[Пк] = П(z) ( (Пк z -  (.

                         ((( 

где П(z) – изображение, Пк – оригинал, z - комплексная переменная.
1. Иллюстрацию предложенного подхода начнём на примере широко применяемой в практике экономического моделирования тренда экспоненциальной функцией с параметрами А и (
П( = (ехр( ( ((((.
(10)

Применив к (10) Z – преобразование будем иметь в области изображений
                ( 

П(z) (  ((( ,

             ((((z - 1 

которое после приведения к общему знаменателю даст соотношение, связывающее отсчёты динамического ряда:

П(z( ( ((z - 1П(z( ( ((
(11)
где (( ( ехр( ( ((( - коэффициент авторегрессии, зависящий от параметра ( функции (10). 
Вернувшись в область оригиналов, будет иметь разностную схему, разностное уравнение или дискретно - совпадающую модель) уровней функции (10):
П( ( ((П((( ( ((((

(12)
                                       ( (( ( ( ( 

где (( ( ( при ( ( (, (( ( (               - дискретный аналог дельта – функции.
                                       ( (( ( ( ( 
При «(» ( 1 ( (( ( ( в (12) исчезает второе слагаемое. При структуре (3) ряда динамики будем иметь для моментов наблюдений  «(» и «(-1»
П( = (( - ((,                                                            П(-1 = ((-1 - ((-1,

подставив которые в (12) при «(» ( 1, получим параметрическую авторегрессию первого порядка уровней ряда динамики 

(( = ((((-1 + ((,
(13)
где через (( будем обозначать стохастическую компоненту, получаемую линейной комбинацией компоненты в моменты наблюдений, в данном случае  (( - ((((-1.


Для учёта и компенсации влияния стохастической компоненты необходимо взять выборку объёмом больше двух и осуществить то или иное статистическое сглаживание, например, по МНК в случае гомоскедастического характера (( или по обобщенному МНК (ОМНК) в случае гетероскедастического характера ((. 

Реализация условия МНК (М – оператор математического ожидания)
argmin (((( - (((((((2 

    (( 

приводит к «нормальному» уравнению для оценки ((( и расчёту

             (
(( ( ( (( Ln((.

             (
Оценку параметра ( получим на втором этапе идентификации из «нормального» уравнения, подставляя в (10) уже найденную на первом этапе ((( и обеспечивая выполнение следующего условия: 

                     N
(( ( argmin ({(( ( (((()К(}2,

             (     ((( 

2. Характерным примером является параметризация гармоники
S( ((( (Cos(((( ( ((,

(13)

для которой получим следующее разностное уравнение второго порядка
S( = ((S((( ((( S((( + C((( - (C(((((,

(14)

где (( = 2Cos((, (((( ( 2, C( = АCos(, C( = АCos((( ( ((, а (( и (((1 – дискретные аналоги дельта – функции. 
Принимая аддитивной структуру стохастической компоненты (( в уровнях 
а через решения соответствующей нормальной системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) рассчитаем
А( = {(А1()2 + (А2(2)}1/2  ,                               (( = Arctg(А(2/А(1).


Известна рекомендация о том, что приемлемые результаты по точности в авторегрессионных моделях дает выборка уровней в 3 – 4 раза большая порядка авторегрессии, т.е. последнем случае для моделирования достаточно 6 – 8 месячных наблюдений в рамках одного года. Для параметризации экспоненциальной модели достаточно 4 – х наблюдений.

3. Для обобщённой экспоненциальной модели тренда ряда динамики, при «(» ( 2 из (14) получим авторегрессию второго порядка 
(( = (((((( ((( (((( + ((.

(15)

Для обеспечения помехозащищенности оценок частоты ( реализуем, например, МНК для получения соответствующего «нормального» уравнения и расчета частоты гармоникеи:
                                                                                   (                (((
((( = argmin (((( - (((((( + (((((}2,       (( = ( (rccos ((.
              ((                                                                                                     (                2
Для параметрической идентификации амплитуды и фазы гармонической компоненты, используя уже найденную оценку (((, введя обозначения 

А1 = АCos(, А2 = АSin(, осуществим МНК из условия

                                   N     

А1(, А2( = argmin (((( - А1Cos(((( ( А2Sin((((}2,

(16)

                  А1,А2  (=0
П( ( А0 + (ехр( ( ((((
может быть использовано соотношение (13) в первых разностях отсчётов, т.е. авторегрессия второго порядка:
((( ( ((((((( ( ((,

где ((( = (( - ((-1, ((((( = ((-1 - ((-2. 
4. Можно видеть, что тип функции, моделирующей ряд динамики, определяет порядок и диапазон значений коэффициентов авторегрессии. Использование этого факта для структурной идентификации проиллюстрируем на следующих моделях

П( ( ((ехр( ( ((((( (( ((ехр( ( (((((,

(17(
П( ( ехр( ( (((((((((( ( ((((

(18(
Для (17) и (18), получим при «(» ( ( и структуре ряда динамики (3) следующую модель авторегрессии второго порядка 
(( ( (((((( - (((((( ( (((

(19(
где (( ( ехр( ( (((( ( ехр( ( (((( для модели (17)( или (( = 2ехр( ( (3() для модели (18); (( ( ехр( ( ((( ( ((((( для модели (17), или (( = ехр( ( 2(3()(( для модели (18). 
Если считать, например, что значения (( и (2 больше нуля, то условиями отнесения ряда динамики к модели (17) уже на первом этапе идентификации будет система неравенств
(( ( (( ( ((         

(


(( ( (( ( ((((((((2,

а условиями принятия модели (18) 
(( ( (( ( (( 

(
((( (( (((((((2(
Для получения, например, МНК - оценок (1,(2 необходимо реализовать условие

(1(, (2( = argmin ({(( - (((((( + ((((((}2,

                    (1,(2
приводящее к «нормальной» СЛАУ второго порядка, решения

которой определяют параметры модели (17)
              (            (((        (1(2      (((    

((,(( ( ( ( Ln{ (  ( ( (  ( ((((   }


              (           (           (
или параметр модели (18)
              (         (((
((( ( ( (( Ln ( (

              (         (
На втором этапе параметризации найденные оценки ((,(( (или ((() позволят при помощи соответсвующей «нормальной» СЛАУ второго порядка найти оценки параметров ((, (2 (или (3, (4), линейно входящих в модели (17) и (18).
Для моделей неслучайных компонент
S( (( ((3Cos((1(( ( (1( + ((4Cos((2(( ( (2(
П( ( ехр( ( (((((((((( ( ((( ( ехр( ( (((((((((( ( (((, 

П( ( ((ехр( ( ((((( ( ((ехр( ( ((((( ( ехр( ( (((((((((( ( ((), 


П( ( ((ехр( ( ((((( ( ((ехр( ( ((((( ( ((ехр( ( ((((( + ((ехр( (((((((
S( (( ((1exp(-α1Тк)Sin((1(( ( (1( + А2exp(-α2Тк) + А3exp(-α3Тк),


S( (( ((1exp(-α1Тк)Sin((1(( ( (1( + exp(-α2Тк)(A3(( + A4),


S( (( ((1exp(-α1Тк)Sin((1(( ( (1( + ((2exp(-α2Тк)Sin((2(( ( (2(

авторегрессии уровней ряда динамики будут иметь четвертый порядок, а структурную идентификацию можно осуществить исходя из диапазонов значений (i( или в плоскости нелинейных преобразований над ними, например, для последних шести моделей.
5. Предложенный подход позволяет на одной и той же короткой  выборке без проведения специальных операций «десезонализации» или «детрендирования» осуществлять моделирование аддитивных и мультипликативных компонент (4), (5) и (6), а также экзогенных воздействий  видов (7), (8) и (9). 
Для сочетания гиперболы первого порядка, гармонической и стохастической компоненты в структуре (5)
Yк = (А + В/Тк)Сos((Tк + () + ((

получим при «k» ( 4 следующую нестационарную модель авторегрессии
(содержащую наряду с коэффициентами и номера отсчётов)
YкK = (4{Yк-1(K - 1) + Yк-3(K - 3)} - (5Yк-2(K - 2) – 
            - Yк-4(K - 4) + K((,

(20)

где (4 = 4Cos((, (5 = (2Cos(()2 + 2.

Реализуя для (20) ОМНК, т.к. в данном случае стохастическая компонента принципиально гетероскедастична,
(4(, (5( = argmin М({YкK - (4{Yк-1(K - 1) + Yк-3(K - 3)} +
                   (4,(5
                + (5Yк-2(K - 2) – Yк-4(K - 4)},

получим оценки коэффициентов (4 и (5 путём решения «нормальной» СЛАУ второго порядка и оценку частоты гармонической компоненты 

(( = ArcCos((4(/4)/(.

Уже описанный выше приём для гармоники (13) используем и для нахождения оценок остальных параметров А(, В( и (( модели (20) из СЛАУ четвертого порядка.
Для тренда в виде квадратного полинома и экзогенных воздействий модели (9) 
(( = А2(Т()2 + А1Т( + А0 + DТ(Sin((3(( ( (3) + ((,
будем иметь при «к» ≥ 8 следующую авторегрессию

(( = (1(((-1 - ((-6) - (2(((-2 - ((-5) + (3(((-3 - ((-4) + ((-7 + ((,
где (1 = 2λ3 + 3, (2 = λ32 + 6λ3 + 5, (3 = 3λ32 + 8λ3 + 7, λ3 = 2Cosω3(.

Видим, что из соответствующей СЛАУ третьего порядка можно определить оценку (1( а, через неё, и параметры модели 
λ3( = ((1( – 3)/2,                                                     ω3( = ArcCos(λ3(/2)/(.
Для расчёта А2(, А1(, А0(, D( и (3( очевидно использование решения соответствующей «нормальной» СЛАУ пятого порядка.
6. Для восьми различных моделей логистической тенденции, содержащих от двух до четырех параметров, также возможно использование параметрических авторегрессий при аддитивных и мультипликативных сезонных, циклических компонентах, а также указанных моделях экзогенных воздействий  
Рассмотрим возможность реализации модели (7) учёта временного фактора «ВТ(» при моделировании «связного» ряда динамики на примере одной из наиболее простых логистических функций тренда:
 
Пm = С(1 – (1 + (mh)exp( - (mh));


где h – шаг наблюдений по «невременному» показателю.
Для данного примера справедлива следующая «комплексная» («экономико – временная») авторегрессия:

(m,( = (1((m-1,( - (m-2,() - (2((m-2,( - (m-3,() + (m,к,
(21)

где (1 = 2exp( - (h), (2 = (12, (m,к - гетероскедастическая стохастическая компонента.
Задавая различные значения «(», получим возможность нахождения из (21) ОМНК – оценки (1о, а затем расчёт через неё (о = - Ln(1о\2h.

Подстановка (о в (3.55) даёт очевидную возможность получения ОМНК – оценок Со и Во.

Обобщая, отметим, что предложенный подход позволил осуществить параметризацию 74 – х моделей ряда динамики указанных структур (3) – (9) на коротких выборках (до тридцати наблюдений в самых сложных случаях), во многих случаях осуществить уже на первом этапе структурную идентификацию, не предполагая априорного количественного знания отдельных параметров.
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