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Выбор инструментария для моделирования кривых жизненного цикла продукции с повторным циклом

Предложены три динамические модели трендов жизненного цикла продукта с повторным циклом (из сумм четырех экспонент, двух дробно-рациональных функций, двух гауссовых кривых) и методы их идентификации. Колебательная компонента моделировалась пропорциональной тренду и состоящей из трех гармоник с кратными и некратными частотами. Применены методы авторегрессии-скользящего среднего, гомотопического продолжения, генетический алгоритм. Оценена точность моделирования и прогнозирования жизненного цикла на примере марки мыла при различных шагах статистики продаж.
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1. Введение
Жизненный цикл продукта (товара, услуги, технологии) характеризует динамику объемов продаж (получаемого дохода) от момента начала разработки продукта до ухода его с рынка. Исследования жизненного цикла нужны для принятия решений по составляющим комплекса маркетинга, и, прежде всего, по товарной политике. Кроме того, они могут использоваться для принятия мер по изменению объемов производства и сбыта, уровня цен, методов продвижения товаров, которые дают возможность минимизировать затраты, добиться максимальной прибыли, продлить наиболее прибыльные этапы жизненного цикла.
Далеко не все продукты имеют жизненный цикл, состоящий только из этапов вывода на рынок, роста, зрелости и упадка. Часто встречаются продукты «с повторным циклом» (рис. 1), вызванным управленческими решениями [1]. 
[image: ]
Рис. 1. Кривая жизненного цикла товара с повторным циклом

2. Модели кривых жизненного цикла продукции с повторным циклом
Как правило, реальные временные ряды жизненных циклов продуктов содержат кроме тренда с повторным циклом и колебательную компоненту. Не рассмотренной до настоящего времени, но отвечающей реальной экономической практике, является модель жизненного цикла с колебательной компонентой прямо пропорциональной тренду:

,	(1)



где  - модель тренда,  - модель колебательной компоненты,  - стохастическая компонента, удовлетворяющая условиям Гаусса-Маркова, для обеспечения оптимальности оценок параметров при применении метода наименьших квадратов (МНК).
Для идентификации модели (1) целесообразно применить метод параметрической итерационной декомпозиции тренда и колебательной компоненты [2]. 
Рассмотри три модели гладких трендов с повторным циклом. В качестве первой выберем модель

.	(2)
Вторую модель можно рассмотреть как сумму колоколообразных гауссовых кривых или моделей Хабберта [3]:

.	(3)
Третью модель тренда жизненного цикла предложим в виде двух дробно-рациональных функций:

, 	(4)




где , , причем суммирование производится в случае неотрицательных значений каждого из циклов тренда. В случае если  в модели считается, что .
Колебательную компоненту будем моделировать двумя моделями. Первая – достаточно традиционная, состоит из трех гармоник ряда Фурье:

.	(5)
Вторая модель позволяет рассмотреть более общий случай некратных частот:

.	(6)

3. Методы идентификации параметров моделей
Идентификацию модели (2) целесообразно осуществлять с помощью обобщенных параметрических моделей авторегрессии-скользящего среднего (ARMA-моделей) ряда наблюдений [4], которая осуществляется в два этапа: на первом - строится ARMA-модель из уровней наблюдений и идентифицируются ее коэффициенты, связанные с показателями экспонент исходных динамической модели. На втором этапе, после подстановки МНК-оценок параметров первого этапа в модель, идентифицируют с помощью МНК оставшиеся линейно входящие в модели параметры экспонент. 
ARMA-модель тренда (2) имеет вид:

	(7)





где ,  - линейная форма того же вида, что и для в (7) от  и от .

Применение МНК для идентификации параметров ARMA модели (7) приводит к необходимости решения системы четырех полиномиальных уравнений от переменных . Метод последовательных приближений существенно зависит от начальных приближений, а использование базисов Гребнера [5] при таком числе независимых переменных требует большой разрядной сетки компьютера, может привести к неустойчивости решения. Целесообразнее воспользоваться в этом случае методом гомотопического продолжения, который значительно улучшен в последние десятилетия коллективом во главе J. Verschelde [6].
Для модели (3) нельзя сконструировать ARMA модель, поэтому для ее идентификации оправдано использовать другой математический аппарат: генетический алгоритм - эвристический алгоритм поиска, используемый для решения задач оптимизации и моделирования путём случайного подбора, комбинирования и вариации искомых параметров с использованием механизмов, напоминающих биологическую эволюцию [7]. В процессе селекции отбирают только несколько лучших пробных решений, на основании заданного критерия, остальные решения не используются. Скрещивание за место пары решений создаёт другую пару, коэффициенты которой вычисляются на основании коэффициентов исходной пары с помощью какого-либо оператора, к примеру, путем нахождения среднего. В результате серии скрещиваний размер прореженной популяции увеличивается до исходного. Мутация случайным образом изменяет коэффициенты решений, выводя алгоритм из состояний определения локальных экстремумов. 
Для идентификации модели тренда (3) был использован генетический алгоритм, реализованный функциями gatool системы MATLAB. 
Идентификации модели (4) проводилась при помощи обобщенного МНК.

3. Результаты моделирования и прогнозирования жизненного цикла продаж 

Проведем моделирование кривых жизненного цикла мыла торговой марки Absolut, выпускавшегося одним из предприятий г. Самара. В качестве рабочей части для моделирования временного ряда использованы данные продаж за 2001-2009 года. Для контрольной (прогнозной) части ряда, расчета MAPE-ошибки прогноза и второго коэффициента Тейла  взяты данные за 2010 год и с января по май 2011 года. 

На рис. 2, 3, 4 представлены исходные данные продаж и графики моделей временного ряда, построенные на ежемесячных данных, на сгруппированных по кварталам и на сгруппированных по полугодиям. Сезонная компонента (5) использовалась для всех моделей тренда, а сезонная компонента (6) - только для модели (3) тренда, который оказался наиболее точным по значению коэффициента детерминации  для исходных данных.

а)[image: Graph_1_1_mes_exp_3fouir]б)[image: Graph_1_2_mes_gauss_3fouir]
в)[image: Graph_1_3_mes_rational_3fouir]г)[image: Graph_1_4_mes_rational_3sin]

Рис. 2. Моделирование ежемесячных продаж. а)-в) тренды (2), (3), (4) и сезонная компонента (5), г) тренд (4) и сезонная компонента (6)

а)[image: Graph_2_1_kvart_exp_3fouir]б)[image: Graph_2_2_kvart_gauss_3fouir]
в)[image: Graph_2_3_kvart_rational_3fouir]г)[image: Graph_2_4_kvart_rational_3sin]

Рис. 3. Моделирование ежеквартальных продаж. а)-в) тренды (2), (3), (4) и сезонная компонента (5), г) тренд (4) и сезонная компонента (6)


Оценки точности построенных моделей приведены в таблице 1 и на рис. 5. Видим, что модели тренда (3) и (4) приводят к наилучшему коэффициенту детерминации , а модели тренда (2) и (4) дают лучший прогноз. Другим достоинством моделей тренда (3) и (4) является наличие явно выраженных функций для первого и второго циклов продаж, что позволяет сравнивать модели этих циклов с продажами отдельных марок товарной линейки.

а)[image: Graph_3_1_halfy_exp_3fouir]б)[image: Graph_3_2_halfy_gauss_3fouir]
в)[image: Graph_3_3_halfy_rational_3fouir]г)[image: Graph_3_4_halfy_rational_3sin]
Рис. 4. Моделирование продаж по полугодиям. а)-в) тренды (2), (3), (4) и сезонная компонента (5), г) тренд (4) и сезонная компонента (6)

Модель тренда (4) можно считать оптимальной как с точки зрения моделирования, так и с точки зрения построения прогноза. Для модели тренда (4) модель сезонной компоненты (6) дает несколько лучшую точность, чем модель (5).
Расчеты показали, что точность моделирования и прогнозирования существенно зависит от шага измерений исходного ряда продаж. Так, ежемесячные данные продаж объяснялись моделями существенно хуже, чем квартальные и полугодовые, что можно объяснить большими уровнями ежемесячной стохастической компоненты. Точность при использовании полугодовых измерений обычно выше, чем квартальных. Исключение составляет лишь модель тренда (3), циклы которой симметричны и неточно описывают прогноз продаж модели. 
Таблица 1. Точность моделирования и прогнозирования моделей
[image: ]

[image: R2_Mape_T2]

Рис. 5. Показатели точности моделирования и прогнозирования 
M1,M2,M3 - тренды (2), (3), (4) и сезонная компонента (5), 
M4 - тренд (4) и сезонная компонента (6)

Сравним теперь точность моделирования и прогнозирования объемов продаж для моделей, построенных непосредственно по квартальным и полугодовым данным, и суммированных по кварталам данных месячной модели и полугодиям данных квартальной и месячной моделей (таблицы 2, 3, рис. 6,7). Наличие большого количества шумов в месячной статистике приводит к большим погрешностям при ее агрегировании. Модели, построенные по квартальным данным, дали лучший квартальный прогноз (таблица 2, рис. 5).

Таблица 2. Точность моделирования и прогнозирования квартальной статистики
[image: ]
R2[image: ]MAPE[image: ]T2[image: ]
Рис. 5. Точность моделирования и прогнозирования квартальной статистики: 1 – агрегирование месячной статистики, 2 – прямое моделирование

Таблица 3. Точность моделирования и прогнозирования полугодовой статистики
[image: ]

[image: ] [image: ][image: ]
Рис. 6. Точность моделирования и прогнозирования квартальной статистики: 1 – агрегирование месячной статистики, 2 – агрегирование квартальной статистики, 3 – прямое моделирование

4. Выводы 

Показаны модели трендов, колебательных компонент, структура их взаимодействия, математический аппарат их идентификации, которые могут быть использованы для моделирования и прогнозирования кривых жизненного цикла с повторным циклом. Приведенный пример показал, что точность моделирования и прогнозирования может сильно зависеть от шага наблюдений исходного ряда объемов продаж, что следует учесть при других приложениях. 
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